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KATA PENGANTAR      Pertama-tama penulis mengucapkan puji dan syukur kehadirat Tuhan Yang Maha Kuasa atas segala limpahan rahmat Nya, hingga Diktat Metode Numerik ini dapat diselesaikan. Mudah-mudahan diktat ini dapat membantu mahasiswa STMIK Global Informatika MDP dan AMIK MDP dalam mengikuti mata kuliah Metode Numerik maupun mata kuliah yang berkaitan.   Penulis mengucapkan terimakasih dan menyampaikan pengharagaan yang setinggi-tingginya pada Ketua STMIK Global Informatika MDP dan Direktur AMIK MDP yang selalu memberikan dorongan baik pada penulis maupun pada rekan-rekan dosen lainnya untuk menyusun materi kuliah, baik dalam bentuk diktat atau buku.  Dorongan tersebut telah menambah semangat penulis dalam menyelesaikan tulisan ini. Ucapan terimakasih juga penulis sampaikan pada rekan-rekan dosen yang telah membantu penulis dalam menyelesaikan diktat ini. Mudahan-mudahan dengan adanya dorongan dan dukungan yang diberikan pada penulis akan dapat dihasilkan diktat lain dalam waktu singkat.   Meskipun telah berhasil diterbitkan, penulis menyadari bahwa diktat ini masih sangat sederhana dan tentu masih banyak kekurangan dan kelemahannya. Oleh karena itu penulis mengharapkan saran dan kritik yang membangun dari pembaca sekalian, sehingga dapat dihasilkan diktat yang lebih baik pada masa yang akan datang. Saran, kritik dan koreksi dapat disampaikan pada alamat,       sudiadi@stmik-mdp.net    atau  rizani@mdp.ac.id     Akhirnya penulis mengucapkan selamat belajar kepada seluruh mahasiswa STMIK Global Informatika MDP. Mudahan-mudahan sukses selalu menyertai saudara-saudara.     Palembang, 6 April 2015 Penulis,       Ir. Sudiadi, M.M.A.E.      Ir. Rizani Teguh, MT       
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BAB I  PENDAHULUAN      1.1 Definisi Metode numerik adalah teknik untuk menyelesaikan permasalahan-permasalahan yang diformulasikan secara matematis dengan menggunakan operasi hitungan (arithmatic) yaitu operasi tambah, kurang, kali, dan bagi.   Alasan pemakaian metode numerik adalah banyak permasalahan matematis tidak dapat diselesaikan dengan metode analitik. Jika terdapat penyelesaian secara analitik, mungkin proses penyelesaiannya sangat rumit, sehingga tidak effisien.  Contoh 1.1 
a) Menentukan akar-akar polynomial 30,2 x7 + 1,25 x5 – 100 x4 + 15 x3 – 64 x2 –  x + 31 = 0  
b) Menentukan akar-akar persamaan 
 
b) Menentukan akar-akar persamaan 
   1.2 Perbedaan Metode Analitik dan Metode Numerik  Perbedaan antara metode analitik dan metode numeric dapat dijelaskan sebagai berikut. 
a. Solusi dari metode numerik selalu berbentuk angka. Sedangkan pada metode analitik biasanya dalam bentuk fungsi matematik yang selanjutnya dapat dievaluasi untuk menghasilkan nilai dalam bentuk angka atau numerik. 
b. Solusi dari metode numerik menghasilkan solusi hampiran. Sedangkan metode analitik menghasilkan solusi sejati.   1.3 Hampiran dan Galat  Hampiran, pendekatan, atau aproksimasi (approximation) didefinisikan sebagai nilai yang mendekati solusi sebenarnya atau sejati (exact solution). Sedangkan galat atau kesalahan (error) didefinisikan sebagai selisih nilai sejati dengan nilai hampiran.  
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Contoh 1.2 Tentukan solusi dari integrasi-tentu berikut dengan menggunakan metode numerik. 
 Penyelesaian Sebelum menentukan solusi menggunakan metode numerik, pertama-tama kita tentukan solusi dengan metode analitik untuk mendapatkan nilai sejati. 
        Solusi dengan metode numerik. Kita telah mengetahui bahwa proses integrasi f (x) dari x = a sampai x = b merupakan luas bidang yang dibatasi oleh f (x), sumbu x, garis x = a, dan garis x = b.  Untuk mencari luas bidang yang dimaksud, kita bagi bidang menjadi beberapa trapesium, seperti gambar berikut.                                                                                               Gambar 1.1                                                                   Metode Trapesium    
f (x) = –x2 + 2x + 3 
f (x)  
x  
 –1                0     1/2     1     3/2    2                  3 
 a       b       c      d 
Solusi analitik dalam  
bentuk fungsi matematik 
Nilai numerik didapat dengan 
mengevaqluasi fungsi 
matematik untuk batas integrasi 
x = 0 dan x = 2 
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Luas bidang yang akan dicari = a + b + c + d  
     Solusi hampiran = a + b + c + d   = 27/16 + 31/16 + 31/16 + 27/16   = 116/16 = 29/4  Galat = solusi sejati – solusi hampiran  = 22/3 – 29/4 = 1/12  Galat solusi hampiran dapat diperkecil dengan jalan memperkecil ukuran lebar trapesium, sehingga jumlah trapesium lebih banyak. Artinya meskipun metode numerik menghasilkan solusi hampiran, akan tetapi tingkat akurasinya dapat ditingkatkan dengan mengubah ukuran parameternya.  
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BAB II  ATURAN PEMBULATAN DAN ANGKA BENA     2.1 Angkan Bena (Significan Figure) Angka bena, disebut juga sebagai angka penting atau angka signifikan adalah jumlah angka yang digunakan sebagai batas minimal tingkat keyakinan. Angka bena terdiri dari angka pasti dan angka taksiran. Angka taksiran terletak pada akhir angka signifikan.  Contoh 2.1 Pada bilangan 27,63;  angka 3 adalah angka taksiran  2.2 Aturan-aturan tentang angka bena 
a) Setiap angka yang bukan nol pada suatu bilangan adalah angka bena Contoh 2.2 Bilangan 14,256 adalah bilangan yang terdiri dari 5 angka bena. Bilangan 43,12375 adalah bilangan yang terdiri dari 7 angka bena.  
b) Setiap angka nol yang terletak di antara angka-angka bukan nol adalah angka bena. Contoh 2.3 Bilangan 7000,2003 adalah bilangan yang terdiri dari 9 angka.  
c) Setiap angka nol yang terletak di antara angka-angka bukan nol adalah angka bena. Contoh 2.4 Bilangan 7000,2003 adalah bilangan yang terdiri dari 9 angka bena.  
d) Angka nol yang terletak di belakang angka bukan nol yang terakhir dan di belakang tanda desimal adalah angka bena. Contoh 2.5 Bilangan 23,50000 adalah bilangan yang terdiri dari 7 angka bena. Bilangan 278,300 adalah bilangan yang terdiri dari 6 angka bena. Contoh 2.6   Berdasarkan aturan c dan d, maka  Bilangan 270,0090 memiliki 7 angka bena. Bilangan 0,0090 memiliki 2 angka bena. Bilangan 0,001360 memiliki  4 angka bena.   
e) Angka nol yang terletak di belakang angka bukan nol terakhir dan tanpa tanda desimal bukan merupakan angka bena.  
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Contoh 2.7  Bilangan 3500000 merupakan bilangan dengan 2 angka bena.  
f) Angka nol yang terletak di depan angka bukan nol yang pertama bukan merupakan angka bena.  Contoh 2.8 Bilangan 0,0000352 merupakan bilangan dengan 3 angka bena. Bilangan 0,1764 merupakan bilangan dengan 4 angka bena. Bilangan 0,0000012 merupakan bilangan dengan 2 angka bena.  
g) Semua angka nol yang terletak di belakang angka bukan nol yang terakhir, dan terletak di depan tanda desimal merupakan angka bena.  Contoh 2.9 Bilangan 7000,  merupakan bilangan dengan 5 angka bena.  
h) Untuk menunjukkan jumlah angka bena, kita dapat memberi tanda pada angka yang merupakan batas angka bena dengan garis bawah, garis atas, atau cetak tebal.  Contoh 2.10   1256  adalah bilangan yang mempunyai 4 angka signifikan  1256  adalah bilangan yang mempunyai 3 angka signifikan   Perhatikanlah bahwa angka 0 bisa menjadi angka bena atau bukan. Misal pada bilangan 0.001360; tiga buah angka nol pertama bukan angka bena, sedangkan 0 yang terakhir adalah angka bena. Pengukuran dilakukan sampai ketelitian 4 digit.    2.3 Penulisan angka bena dalam notasi ilmiah Jumlah angka bena akan terlihat dengan pasti bila bilangan ditulis dalam notaasi ilmiah (scientific notation). Misalnya tetapan dalam kimia dan fisika atau ukuran jarak dalam astronomi.  Contoh 2.11 
a) 4,3123 x 101 memiliki 5 angka signifikan  
b) 1,764 x 10-1 memiliki 4 angka signifikan  
c) 1,2 x 10-6  memiliki 2 angka signifikan  
d) 2,78300 x 102 memiliki 6 angka signifikan  
e) 9,0 x 10-3 memiliki 2 angka signifikan  
g) 6,02 x 1023 (bilangan Avogadro) memiliki 24 angka signifikan  
i) 1,5 x 107 memiliki 8 angka signifikan (jarak bumi-matahari)   Bentuk umum notasi ilmiah adalah  a x 10n, dengan a adalah bilangan riil yang memenuhi 1 ? |a|<10 dan n adalah bilangan bulat. Berdasarkan aturan penulisan 
Metode Numerik                                                  6 
 
notasi ilmiah, maka bilangan 0,7 x 103; 12 x 107; dan bilangan  –23,4 x 107 tidak termasuk notasi ilmiah karena nilai a tidak memenuhi 1 ? |a|<10. Contoh 2.12 Bilangan 17500000 jika ditulis dalam notasi ilmiah menjadi 1,75 x 107 Bilangan –0,0000000187 jika ditulis dalam notasi ilmiah menjadi –0,87 x 10–8     Bilangan 900000000000 jika ditulis dalam notasi ilmiah menjadi 9 x 1012.  2.4  Aturan Pembulatan  Pembulatan suatu bilangan berarti menyimpan angka bena dan membuang bukan angka bena dengan mengikuti aturan-aturan berikut: 
a) Tandai bilangan yang termasuk angka signifikan dan  angka tidak signifikan. Contoh 2.12 Empat angka bena dari bilangan 16,7321 adalah         
b)  Jika digit pertama dari bukan angka bena lebih besar dari 5, maka digit terakhir dari angka bena  ditambah 1. Selanjutnya buang bukan angka bena.  Contoh 2.13 Jika bilangan 23,472 dibulatkan menjadi tiga angka signifikan, maka ditulis menjadi 23,5  
c)  Jika digit pertama dari bukan angka bena lebih kecil dari 5, maka buang bukan angka bena. Contoh 2.14 Jika bilangan 23,674 dibulatkan menjadi empat angka signifikan, maka ditulis menjadi 23,67     
d) Jika digit pertama dari bilangan bukan angka bena sama dengan 5, maka: 
- Jika digit terakhir dari angka signifikan ganjil, maka digit terakhir angka signifikan ditambah 1. Selanjutnya buang angka tidak signifikan. Contoh  2.15 Jika bilangan 37,759 dibulatkan menjadi tiga angka bena, maka ditulis menjadi 37,8  
- Jika digit terakhir dari angka bena merupakan bilangan genap genap, maka buang bukan angka bena. Contoh  2.16 Jika bilangan 79,859 dibulatkan menjadi tiga angka bena, maka ditulis menjadi 79,8  2.5 Aturan-aturan pada Operasi Aritmatika  Angka Bena  2.5.1 Penjumlahan dan pengurangan  
Angka bena Bukan angka bena 
1   6  ,  7  3     2  1 
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" Hasil penjumlahan atau pengurangan hanya boleh  mempunyai angka  dibelakang 
koma sebanyak  angka di belakang koma yang paling sedikit pada bilangan-
bilangan yang dilakukan operasi penjumlahan atau pengurangan". 
 
Contoh 2.17 
2,34 + 0,345 = 2,685  (dibulatkan menjadi 2,68) 
34,31 + 2,165 = 36,475 (dibulatkan menjadi 36,48) 
40,55 + 3,1 + 10,222 = 53,872  (dibulatkan menjadi 53,9) 
14,2294 – 2,37 = 11,8594  (dibulatkan menjadi 11,86) 
 
 
2.5.2 Perkalian dan pembagian: 
" Hasil perkalian atau pembagian hanya boleh mempunyai angka bena sebanyak 
bilangan dengan angka bena paling sedikit".  
Contoh 2.18 
(32,1 × 1,234) ÷ 1,2 = 33,0095 
Bilangan yang mempunyai angka signifikan paling sedikit adalah 1,2 (2 angka 
signifikan).  
Jadi hasil perkalian dan pembagian di atas dibulatkan menjadi 33 (2 angka signifikan).  
 
Contoh 2.19 
Tulis hasil perkalian dan pembagian berikut dalam  
jumlah angka signifikan yang benar. 
a) 32,2  x  7,1 = 228,62 
b) 3,34  x  444,76 = 1485,4984 
c) 84,22  ?  2,1 = 40,1048 
d) 76,3  ?  4, 88888 = 15,668 
e) 67,3333  x  2,5  x  3,555555 = 598,5181 
 
Penyelesaian  
a) 228,62 ditulis menjadi 230 
b) 1485,4984 ditulis menjadi 1480 
c) 40,1048 ditulis menjadi 4,0 x 101  
d) 15,668 ditulis menjadi 15,7 
e) 598,5181 ditulis menjadi 6,0 x 102  
 
2.5.3 Kombinasi Perkalian dan/atau pembagian dengan Penjumlahan dan/atau 
Pengurangan  
Jika terdapat kombinasi operasi aritmatika seperti: 
 
atau 
 
 
maka hasil operasi aritmatika di dalam kurung harus dibulatkan terlebih dahulu 
sebelum melakukan operasi selanjutnya. 
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Contoh 2.20 
Selesaikan  
[15,2 x (2,8 x 10–4 )] + [(8,456 x 10–4) ? 0,177] 
[4,256 x 10–3 ] + [4,7774011… x 10–3]  
Bulatkan besaran-besaran di dalam kurung  
[4,3 x 10–3 ] + [4,78 x 10–3]  
9,08 x 10–3 
Bulatkan  
9,1 x 10–3 
 
 Latihan  Selesaikan  
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BAB III  HAMPIRAN DAN GALAT     3.1 Definisi  Hampiran, pendekatan atau aproksimasi (approximation) didefinisikan sebagai nilai yang mendekati solusi sejati (exact solution). Galat atau kesalahan (error) sebenarnya (?) didefinisikan sebagai selisih solusi sejati (x0) dengan solusi hampiran (x),    ? = x0 – x       (3.1)  Galat atau kesalahan (error) relatif sebenarnya (?r) didefinisikan sebagai perbandingan antara kesalahan sebenarnya (?) dengan solusi sejati (x0),   Contoh 3.1 Misal hasil pengukuran panjang sebuah jembatan dan paku masing-masing adalah 9.999 dan 9 cm. Jika ukuran panjang sebenarnya adalah 10.000 dan dan 10 cm, tentukan: 
a) Kesalahan sebenarnya  
b) Kesalahan relatif untuk setiap kasus  Penyelesaian  
a) Kesalahan sebenarnya (? ) pada pengukuran jembatan,    ?  = 10.000 – 9.999 = 1 cm  Kesalahan sebenarnya (? ) pada pengukuran paku,    ?  = 10 – 9 = 1 cm  
b) Kesalahan relatif sebenarnya (?r) pada pengukuran jembatan adalah  
 Kesalahan relatif sebenarnya (?r) pada pengukuran jembatan adalah  
 Walaupun kedua pengukuran mempunyai kesalahan yang sama, yaitu 1 cm, tapi kesalahan relatif sebenarnya jauh lebih kecil pada pengukuran jembatan. Artinya pengukuran yang dilakukan pada jembatan jauh lebih baik dibandingkan pengukuran yang dilakukan pada paku.  Dalam dunia nyata, kita jarang mendapatkan informasi mengenai ukuran yang sebenarnya dari suatu benda. Cara untuk mengatasi hal ini adalah dengan cara membandingkan kesalahan sebenarnya (?) dengan solusi hampiran (x) untuk mendapatkan nilai kesalahan relatif hampiran, yaitu   
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Akan tetapi kita tetap masih menghadapi kendala, karena nilai kesalahan (?) sebenarnya membutuhkan informasi tentang solui sejati (x0). Oleh karena itu kita hitung nilai kesalahan relatif hampiran dengan membandingkan antara selisih iterasi sekarang dengan iterasi sebelumnya terhadap nilai iterasi sekarang, yaitu  
  Batas toleransi kesalahan (?s) ditentukan oleh jumlah angka bena yang akan kita gunakan. Hubungan antara toleransi kesalahan (?s) dan angka signifikan (n) adalah,   ?s = (0,5 x 102– n) %                                                               (3.5)  Pada waktu melakukan komputasi, nilai kesalahan yang terjadi mungkin bernilai negatif. Akan tetapi biasanya kita tidak mempertimbangkan apakah hasilnya positif atau negatif, tapi lebih memperhatikan harga absolutnya, apakah masih lebih besar atau sudah lebih kecil dari batas toleransi kesalahan (?s). Jika harga abolut kesalahan relatif hampiran (?rh) lebih kecil dari batas toleransi kesalahan (?s) atau    |?rh| < ?s                                                                (3.6)  maka komputasi selesai.    3.2 Jenis-jenis Galat  Faktor-faktor yang menyebabkan kesalahan pada metode numerik antara lain: 
a) Kesalahan karena bawaan data (inherent error) 
b) Kesalahan karena pembulatan (round-off error) 
c) Kesalahan karena pemotongan (truncation error)   3.2.1 Kesalahan karena bawaan data (inherent error) Kesalahan bawaan data merupakan kesalahan dari nilai data. Misal kekeliruan dalam menyalin data, salah membaca skala atau kesalahan karena kurangnya pengertian mengenai hukum-hukum fisik dari data yang diukur.   3.2.2 Kesalahan karena pembulatan (round-off error)  Kesalahan karena pembulatan (round-off error) terjadi karena tidak kita memperhitungkan beberapa angka terakhir dari suatu bilangan; artinya solusi hampiran digunakan untuk menggantikan solusi sejati (eksak).  Contoh 3.2 Tulis bilangan berikut menjadi tiga angka bena. Penyelesaian   8632574  dapat dibulatkan menjadi 8630000  3,1415926  dapat dibulatkan menjadi 3,14   3.2.3 Kesalahan karena pemotongan (truncation error)  Kesalahan pemotongan terjadi karena adanya proses komputasi tak-berhingga diganti dengan proses berhingga. Misal pada deret Taylor atau McClaurin  
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Deret Taylor dan Deret McClaurin  Misal f, dan semua turunannya, yaitu f? , f??, …, f (n) kontinu pada selang [a, b].  Jika x0?   [a, b], maka untuk nilai-nilai x di sekitar x0 dan x?[a, b], f(x) dapat diperluas (diekspansi) ke dalam deret Taylor,  
 
  Jika dimisalkan x – x0 = h, maka    Untuk alasan praktis, proses komputasi dilakukan sampai pada suku ke n saja. Artinya ada bagian atau beberapa suku sisanya yang dipotong dan tidak dimasukkan ke dalam proses komputasi. Suku-suku yang diabaikan tersebut dikenal sebagai Residu; dan merupakan galat karena pemotongan. Jika faktor residu dimasukkan ke dalam deret Taylor, maka persamaan (1.1) menjadi,  
   
Rn(x) adalah Residu, dan merupakan besar galat yang timbul akibat pemotongan. 
Rn(x) dihitung dengan rumus,  
  Karena nilai c yang tepat tidak diketahui, maka kita perlu menghitung nilai maksimum |Rn| untuk menghitung besarnya galat, yaitu 
   Contoh 3.3 Tentukan nilai hampiran dari ln (0,60) sampai orde ke 4 di sekitar titik x0 = 1 dan berikan nilai galat hampiran maksimum! 
Penyelesaian  
   f (x) = ln x         f (1) = 0 
  f? (x) = 1/x              f? (1) = 1 
 f?? (x) = –1/x2         f?? (1) = –1 
f??? (x) = 2/x3        f??? (1) = 2 
f (4)(x) = –6/x4      f (4)(1) = –6 
f (5)(x) = 24/x5     f (5)(c) = 24/c5  
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Galat pemotongan maksimum  
 
 
   
Contoh 3.4 
Tentukan hampiran fungsi f (x) = cos x sampai suku orde ke 6 di sekitar x0 = 0. 
Penyelesaian 
    
Karena x0 = 0, maka   
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f(x) = cos x       f(0) = 1 
    f?(x) = –sin  x      f? (0) = 0  
  f?? (x) = –cos x     f?? (x) = –1 
 f??? (x) = sin x   f??? (x) = 0  
 f (4)(x) = cos x   f (4)(x) = 1 
 f (5)(x) = –sin  x    f (5)(x) = 0  
 f (6)(x) = –cos x              f (6) (x) = –1 
 f (7)(x) = sin x             f (7)( (x) = 0 
 f (8)(x) = cos x              f (8) (x) = 1 
 f (9)(x) = –sin x              f (9) (x) = 0 
f (10)(x) = –cos x             f (10) (x) = –1 
  
 
 
 
Hampiran fungsi f (x) = cos x sampai suku orde ke 6 di sekitar x0 = 0 adalah  
 
 
Hampiran cos(?/4) sampai suku orde ke 6 di sekitar x0 = 0 adalah  
 
 
Latihan  
Tentukan hampiran fungsi f (x) = sin x sampai suku orde ke 8 di sekitar x0 = 0. 
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BAB IV  SOLUSI PERSAMAAN DAN SISTEM PERSAMAAN NON-LINIER      4.1  Akar-akar Persamaan Non-Linier  Dalam bidang Sains dan Rekayasa kita sering memerlukan untuk mencari akar-akar (solusi) dari suatu persamaan. Jika persamaan dalam bentuk sederhana, kita dengan mudah dapat menentukan akar-akarnya. Akan tetapi banyak persamaan yang mempunyai bentuk non-linier yang sulit atau bahkan belum ada  penyelesaiannya, seperti yang dijelaskan pada bab 1, maka kita tidak bisa menentukan solusi sejati (exact solution). Dengan metode numerik kita dapat menentukan akar-akar persamaan secara pendekatan, atau hampiran, atau aproksimasi (approximation).   4.2 Metode Penyelesaian Persamaan Non-Linier Secara garis besar, metode yang digunakan untuk menentukan akar-akar atau penyelesaian persamaan non-linier dikelompokkan menjadi metode, yaitu metode tertutup dan terbuka.  4.2.1 Metode Tertutup atau Metode Pengurung (Bracketing Method) Metode Tertutup disebut juga Metode Pengurung (bracketing method)  adalah metode yang mencari akar atau akar-akar di dalam selang [a, b]. Metode tertutup terdiri dari beberapa jenis, yaitu metode grafis, metode bagi dua (bisection), dan metode posisi salah (regula falsi).   
a) Metode Grafis  Metode grafis adalah metode yang sederhana untuk memperoleh hampiran nilai x untuk fungsi f(x) = 0 atau titik di mana grafik fungsi memotong sb. x.  Misal terdapat fungsi f(x) = x3 – x2 – 4x – 1. Lalu kita gambarkan grafik fungsi tersebut pada koordinat Kartesius (lihat gambar berikut).                                                                                                                                                                                                                                                    Gambar 4.1                                    Grafik fungsi f(x) = x3 – x2 – 4x – 1   Dari gambar tersebut kita dapat memperkirakan nilai dari akar-akar persamaan, yaitu x1 = (–1,4),  x2 = (–0,3) , dan x3 = (2,7) . 
y 
O 
x 
–2 –1  1 2 3 
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Kekurangan metode grafik adalah hasil yang didapat merupakan hampiran kasar. Dengan kata lain galat (error) yang dihasilkan lebih besar jika dibandingkan dengan metode lainnya. Sedangkan kelebihannya adalah dapat memperlihatkan sifat-sifat fungsi.                                                                                                    Gambar 4.2                                                                                 Sifat-sifat fungsi   
(c) 
x 
f(x) 
 xi                  xf  
? ? 
? ? 
 xi                  xf  
x 
f(x) 
(b) 
? ? 
? ? x 
f(x) 
 xi                  xf  
 (a) 
? 
? 
(d) 
xi xf 
x 
f(x) 
? 
? 
? 
? 
xi xf 
x 
f(x) 
(e) 
? ? ? 
? 
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Perhatikan Gambar 4.2 (a),  (b),  (c), dan (d). Misal f(x) adalah fungsi yang kontinu dan tidak menyinggung sumbu x pada [xi ,  xf ]. Jika  f (xi ) dan f (xf ) mempunyai tanda yang sama; + dan + atau – dan – ,  maka jumlah titik potong f (x) dengan sumbu x berjumlah genap (0, 2, 4, …). Lihat gambar 4.2(a), 
(b), dan (c).  Jika f (xi ) dan f (xf ) mempunyai tanda yang berbeda; + dan – atau – dan +, maka jumlah titik potong f (x) dengan sumbu x berjumlah ganjil  (1,  3,  5,  …).  Lihat gambar 4.2(d) dan (e).   Contoh 4.1 Tentukan lokasi titik potong grafik f (x) = sin3x + cos 2x dengan sumbu x pada interval [-3, 3]  Penyelesaian Gambarkan grafik f (x) = sin3x + cos 2x Dari Gambar 4.3 dapat diperkirankan lokasi titik potong grafik f (x) = sin3x + 
cos2x dengan sumbu x pada interval [-3, 3], yaitu pada x = (-2,9), (-1,6), (-0,3), (0, 9),  (2,2), (3, 3) 
                                          
     Gambar 4.3                                       Titik potong grafik f (x) = sin3x + cos 2x dengan sumbu x   
b) Metode Bagi Dua (Bisection) Metode bagi dua disebut juga pemotongan biner (binary chopping), metode pembagian dua (interval halving), atau metode Bolzano adalah metode suatu jenis pencarian nilai hampiran secara inkremental dengan cara membagi interval menjadi dua bagian.   Prinsip metode bagi dua adalah mengurung akar fungsi pada interval [xi, xf]. Selanjutnya interval tersebut terus menerus dibagi dua hingga sekecil mungkin, sehingga nilai hampiran yang dicari dapat ditentukan dengan tingkat akurasi  tertentu.   Algoritma adalah sebagai berikut: 1. Taksir batas bawah (xi) dan batas atas (xf ) dengan syarat  f (xi) . f (xf) < 0 2. Hitung nilai hampiran akar dengan rumus, xr = (xi + xf)/2 3. Jika  f (xi). f (xr) < 0, maka xf = xr. Lanjutkan ke langkah 4 
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     Jika  f (xi). f (xr) > 0, maka xi = xr. Lanjutkan ke langkah 4      Jika  f (xi). f (xr) = 0, maka akar = xr. Stop. 4. Hitung nilai hampiran akar yang baru dengan rumus pada langkah 2.       Ingat, nilai xi dan/atau xf adalah nilai baru yang didapat dari langkah 3. 5. Jika nilai akar telah mencapai tingkat akurasi yang telah ditentukan, stop      komputasi. Jika tidak kembali ke langkah 3.                                                Gambar 4.4            Grafik dari Algoritma Metode Bagi Dua    Nilai xr dicari dengan rumus   Jumlah lelaran atau iterasi R untuk menjamin nilai solusi hampiran memiliki galat kurang dari batas toleransi kesalahan ?rh adalah      Contoh 4.2 Tentukan akar f (x) = e–x – x2 dengan menggunakan 5 angka signifikan. Penyelesaian Batas toleransi kesalahan ?s = (0,5 x 102 – n) %    (Persamaan 3.5) 
?s = (0,5 x 102 – 5) % = 0,0005 %  
xr xi 
? ? x 
y 
0 ? 
xf 
f(x) 
? ? x 
y 
0 
xr ? xi xf 
f(x) 
xr 
? ? 0 
xf 
f(x) 
xi x 
y 
? xr 
? 
0 
f(x) 
xf ? ? xi 
y 
x 
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Iterasi pertama Dengan menggunakan bantuan tabel didapat   f (0) = 1 dan f (1) = –0.63212  Karena f (0) . f (1) < 0, maka xi = 0 dan xf = 1 Jumlah iterasi  
 Jumlah iterasi lebih dari > 17,6 Nilai hampiran akar didapat dengan rumus,  
xr = (xi + xf)/2 = (0 + 1)/2 = 0,5  f (xr) = 0.356531  Karena f (xi ) . f (xr ) > 0, maka xi = xr   Iterasi kedua Lanjutkan dengan iterasi kedua dengan menggunakan xi = 0,5 dan xf = 1 
f (xi ) = f(0,5) =  0,356531 dan f (xf) = f (1) = –0.63212   Nilai hampiran akar didapat dengan rumus,  
xr = (xi + xf)/2 = (0,5 + 1)/2 = 0,75  f (xr) = f (0,75) = –0,0901  
  Karena ?sh > ?s, maka iterasi harus dilanjutkan. 
 
Iterasi ketiga sampai dengan ke 18 (hasil ditabelkan) 
r  xi xf f(xi) f(xf) xr f(xr) ?sh (%)?0 0 1 1 -0.63212 0.5 0.35653 - 1 0.5 1 0.35653 -0.63212 0.75 -0.09013 33.33333 2 0.5 0.75 0.35653 -0.09013 0.625 0.14464 20.00000 3 0.625 0.75 0.14464 -0.09013 0.6875 0.03018 9.09091 4 0.6875 0.75 0.03018 -0.09013 0.71875 -0.02924 4.34783 5 0.6875 0.71875 0.03018 -0.02924 0.70313 0.00065 2.22222 6 0.70313 0.71875 0.00065 -0.02924 0.71094 -0.01425 1.09890 7 0.70313 0.71094 0.00065 -0.01425 0.70703 -0.00679 0.55249 8 0.70313 0.70703 0.00065 -0.00679 0.70508 -0.00307 0.27701 9 0.70313 0.70508 0.00065 -0.00307 0.70410 -0.00121 0.13870 10 0.70313 0.70410 0.00065 -0.00121 0.70361 -0.00028 0.06940 
?        18 0.70346 0.70347 5.5E-06 -1.7E-06 0.70347 1.9E-06 0.00027 Karena ?sh < ?s, maka iterasi dihentikan, dan akar dari f(x) = e –x – x2 adalah x = 
0,70347 
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c) Metode Regula Falsi (False Posisition Method) Istilah Regula Falsi - berasal dari bahasa latin - atau Metode Posisi Palsu (False Posisition Method) termasuk metode tertutup atau metode pengurung.   Perbedaannya dengan metode bagi dua adalah pada cara menentukan nilai akar. Persamaannya adalah nilai akar yang dicari dikurung oleh interval tertutup [xi, xf ].  Pada metode posisi palsu digunakan garis lurus yang menghubungkan titik koordinat (xi, f (xi)) dan (xf, f (xf)). Perpotongan garis yang dibuat dengan sumbu x menghasilkan taksiran nilai akar yang dicari.    Algoritma adalah sebagai berikut: 1. Taksir batas bawah (xi) dan batas atas (xf ) dengan syarat  f (xi) . f (xf) < 0 2. Hitung nilai hampiran akar dengan rumus, xr = (xi + xf)/2 3. Jika  f (xi). f (xr) < 0, maka xf = xr. Lanjutkan ke langkah 4      Jika  f (xi). f (xr) > 0, maka xi = xr. Lanjutkan ke langkah 4      Jika  f (xi). f (xr) = 0, maka akar = xr. Stop. 4. Hitung nilai hampiran akar yang baru dengan rumus pada langkah 2.       Ingat, nilai xi dan/atau xf adalah nilai baru yang didapat dari langkah 3. 5. Jika nilai akar telah mencapai tingkat akurasi yang telah ditentukan, stop      komputasi. Jika tidak kembali ke langkah 3.   
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                             Gambar 4.5                                                                          Grafik dari Metode Rergula Falsi 
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Contoh 4.3 
Tentukan akar f (x) = ex – 8x7 dengan menggunakan 5 angka signifikan. 
Penyelesaian 
Batas toleransi kesalahan ?s = (0,5 x 102– n) %    (Pers. 3.5) 
?s = (0,5 x 102– 5) % = 0,0005% = 0,000005  Iterasi pertama Lakukan tebakan awal 
xi = 0 dan xf = 1 
f (x) = ex – 8x7  ?  f (0) = 1 dan f (1) = –5.2817  Karena f (0) . f (1) < 0, maka xi = 0 dan xf = 1 
Nilai hampiran akar didapat dengan persamaan (4.3), 
 
f (xr ) = 1,17254  
Karena f (xi ) . f (xr ) > 0, maka xi = xr 
 Iterasi kedua Lanjutkan dengan iterasi kedua dengan menggunakan maka  
xi = 0,15919 dan xf = 1 
f (xi ) = f(0,15919) =  1.1725364 dan f (xf) = f (1) = 0,0009119  Nilai hampiran akar didapat dengan rumus,  
xr = (xi + xf)/2 = (0,15919 + 1)/2 = 0,579595 
f (xr) = f (0,579595) = 1,49753  
Karena f (xi ) . f (xr ) > 0, maka xi = xr  Karena ?sh > ?s, maka iterasi harus dilanjutkan. 
 
Iterasi ketiga sampai dengan ke 18 (hasil ditabelkan) 
Hasil iterasi ketiga sampai iterasi terakhir ditabelkan. 
r xi xf f(xi) f(xf) xr f(xr) ?sh (%)?
0 0 1 1 -5.28172 0.15919 1.17254 - 
1 0.159192 1 1.17254 -5.28172 0.31194 1.36378 48.96728 
2 0.311941 1 1.36378 -5.28172 0.45314 1.54186 31.16057 
3 0.453143 1 1.54186 -5.28172 0.57671 1.61043 21.42636 
4 0.576712 1 1.61043 -5.28172 0.67562 1.45121 14.63936 
5 0.675618 1 1.45121 -5.28172 0.74553 1.08341 9.37809 
6 0.745535 1 1.08341 -5.28172 0.78885 0.68017 5.49064 
? 
       19 0.837411 1 0.00013 -5.28172 0.83741 0.00006 0.00047 Karena ?sh < ?s, maka iterasi dihentikan, dan akar dari f(x) = ex – 8x7 adalah  
x = 0,083741 
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4.2.2 Metode Terbuka  Metode terbuka adalah metode yang menggunakan satu, atau dua tebakan awal yang tidak perlu mengurung akar. Metode terbuka terdiri dari beberapa jenis, yaitu metode Iterasi Titik Tetap, metode Newton-Raphson, dan metode Secant.  
a) Metode Iterasi Titik Tetap Metode ini juga disebut metode sederhana, langsung, atau metode sulih beruntun.  Jika terdapat suatu fungsi  f (x) dan kita akan mencari akar atau akar-akar dari fungsi tsb. berarti kita harus menetapkan f (x) = 0 sedemikian sehingga x = 
g(x). 
 
Algoritma dari metode iterasi titik tetap adalah: 
1. Bentuk fungsi  f (x) menjadi  f (x) = 0 
2. Dari no. 1 susun menjadi bentuk x = g(x) 
3. Lakukan tebakan awal xr  
4. Hitung xr +1 dengan menggunakan rumus xr+1 = g(xr) 
 
 
 
 
                                                                                                                                Gambar 4.6                              Algoritma dari Metode Iterasi Titik Tetap   Conton 4.4 Tentukan akar dari dari fungsi  f (x) = e–x – x Penyelesaian 
 f (x) = 0 ? e–x – x = 0 ? x = e–x  
  xr +1 = g(xr) 
 
 Tentukan tebakan awal xr = 1 
x 
y 
0 
x4 
s x3 x2 x1 x0 
y = x 
g(x) 
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Hasil iterasi selanjutnya di tabelkan. 
r xr ?sh (%) 0 1 - 1 0.36788 171.82818 2 0.69220 46.85364 3 0.50047 38.30915 4 0.60624 17.44679 5 0.54540 11.15662 6 0.57961 5.90335 7 0.56012 3.48087 
?   23 0.56714 0.00039  
 
Contoh 4.5 
Tentukan akar dari dari fungsi  f (x) = x2 – 3x – 4 = 0 
dengan ?s = 0,0005 %  
Penyelesaian 
f (x) = 0 ? x = g(x) 
Untuk fungsi diatas ada beberapa kemungkinan untuk menyusun fungsi yang 
memenuhi  
x = g(x), yaitu  
b) x2 – 3x – 4 = 0 ? x(x – 3) – 4 = 0 ? x = 4/(x – 3) 
c)  x2 – 3x – 4 = 0 ? x = (x2 – 4)/3 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
r xr ?rh (%)  
 
 
 
 
 
Konvergen  
dan monoton 
 
 
 
 
0 5 - 1 4,358899 0,147079 2 4,132396 0,054812 3 4,049344 0,02051 4 4,018461 0,007685 5 4,006917 0,002881 6 4,002593 0,00108 7 4,000972 0,000405 8 4,000365 0,000152 9 4,000137 5,7E-05 10 4,000051 2,14E-05 11 4,000019 8,01E-06 12 4,000007 3E-06 
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r xr ?rh (%)  
 
 
 
Konvergen  
dan berisolasi 
 
 
 
 
0 5 - 1 2 1,5 2 -4 1,5 3 -0,57143 6 4 -1,12 0,489796 5 -0,97087 0,1536 6 -1,00733 0,036196 7 -0,99817 0,009182 8 -1,00046 0,002287 
 
 
 
 
 
 
 
r xr ?rh (%)  
 
 
Divergen   
dan monoton 
0              5.0000 - 
1              7.0000 28.57143 
2            15.0000 53.33333 
3            73.6666 79.63801 
4        1807.5926 95.92460 
5 1089128.9936 99.83403 
 
 
 
 
  Grafik Konvergensi dari metode iterasi titik tetap 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                   
 
                                               
                                              Gambar 4.7 
                                   Konvergen dan monoton  
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                                                  Gambar 4.8 
                                   Konvergen dan berosilasi  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                               Gambar 4.9 
                                   Divergen dan berosilasi  
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                                               Gambar 4.10 
                                   Divergen dan monoton  
 
 
Kriteria konvergensi metode iterasi titik tetap 
Telah diketahui sebelumnya bahwa untuk menentukan akar atau akar-akar dari suatu 
fungsi suatu persamaan maka harus ditetapkan f (x) = 0 sedemikian rupa sehingga  
x = g(x). Selanjutnya dilakukan langkah iterasi dengan menggunakan nilai hampiran 
 
 xr +1 = g(xr)       (4.4) 
 
Solusi sejati 
 s  = g(s)        (4.5) 
Persamaan (4.4) – (4.5) didapat 
 xr + 1  –  s = g(xr ) – g(s )       (4.6) 
 
 
 
 
sebuah fungsi f (x) dan turunan pertamanya kontinu pada selang tertutup [a, b], maka 
terdapat sekurang-kurangnya satu harga dari x = ?  dalam selang tersebut yang 
dilalui oleh sebuah garis yang sejajar garis yang menghubungkan s dan x. 
 
Selanjutnya substituis pers. (4.6) ke (4.8) didapat,  
xr + 1  –  s = (xr  – s)g?(? )                                          (4.9)  
Karena  xr – s = ?r , maka 
 ?r + 1  = ?r g?(? )                                                                   (4.10) 
s x2 x1 x0 
x = g(x) 
x 
y 
0 
y = x 
? 
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Perhatikan bahwa, kesalahan sekarang akan menjadi: 
a) lebih kecil dari kesalahan sebelumnya jika g?(? ) < 1 
b) lebih besar dari kesalahan sebelumnya jika g?(? ) > 1 
Artinya  
Jika |g?(? )| < 1 dapat dipastikan bahwa iterasi konvergen 
Jika |g?(? )| > 1 mungkin divergen untuk salah satu akar, tapi konvergen untuk akar  
                         lainnya. 
Jika g?(?) positif, kesalahan akan positif hingga iterasi monoton (Gbr 4.7 dan 4.10). 
Jika g?(?) negatif, kesalahan akan berosilasi hingga iterasi monoton (Gbr. 4.8 dan 4.9).  
 
Latihan 
Dari fungsi f (x) = –0,874x2 + 1,75x + 2,627, tentukan 
a) Semua kemungkinan prosedur iterasi titik tetap dari f(x) = 0 
b) Tentukan akar atau akar-akar dari fungsi tersebut! 
 
b) Metode Newton-Raphson Metode ini juga termasuk metode terbuka seperti halnya metode iterasi titik tetap.  Rumus yang digunakan pada metode Newton-Raphson dapat diturunkan secara grafis maupun perluasan deret Taylor.  Penurunan rumus iterasi Newton-Raphson secara grafis                  
                                                        Gambar 4.11 
                                 Iterasi Newton-Raphson secara grafis    
? s x 0 
f(x0) 
f(x) 
f(x2) 
f(x1) 
Garis singgung kurva  
di titik xi dengan  
kemiringan f’(xi) 
? 
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  Sehingga iterasi Newton-Raphson didapat 
   Penurunan rumus iterasi Newton-Raphson dengan perluasan deret Taylor Perluasan deret Taylor dapat dinyatakan sebagai,   Sebagai langkah untuk menghitung solusi hampiran, kita dapat mengabaikan suku-suku setelah turunan pertama. Sehingga deret Taylor dapat ditulis menjadi,  Pada saat kurva memotong sumbu x, maka f(xi +1) = 0.    (= persamaan 4.12)  Contoh 4.6 Tentukan solusi hampiran akar dari fungsi  f (x) = e–x – x dengan menggunakan metode Newton-Raphson. Gunakan tebakan awal x0 = 0 dan ?s = 0,00000005  Penyelesaian 
f (x) = e–x – x ? f(0) = 1 – 0 = 1  
f ?(x) = –e–x – 1 ? f ?(0) = –1 – 1 = –2  
 
 
 
f (x) = e–x – x ? f(0,5) = e–0,5 – 0,5 = 0,10653 
f ?(x) = –e–x – 1 ? f ?(0,5) = –e–0,5 – 1 = –1,60653  
 
 
Hasil perhitungan selanjutnya diberikan pada table berikut. 
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r xr f(xi) f'(xi) erh 
0 0 1 -2 - 
1 0.5000000 0.1065307 -1.6065307 1.0000000 
2 0.5663110 0.0013045 -1.5676155 0.1170929 
3 0.5671432 0.0000002 -1.5671434 0.0014673 
4 0.5671433 0.0000000 -1.5671433 0.0000002    Kriteria Konvergensi Metode Newton-Raphson  Prosedur iterasi metode terbuka  xi +1 = g(xi)  
  Selanjutnya didapat 
 Karena syarat cukup konvergen , maka metode Newton-Raphson  
   Latihan Tentukan solusi hampiran akar dari fungsi  f (x) = x3 – 6x2 + 11x – 6 dengan menggunakan metode Newton-Raphson.  Gunakan tebakan awal x0 = 4 dan ?s = 0,000005    c) Metode Secant Metode iterasi Secant merupakan metode yang dihasilkan dari modifikasi dari metode Newton-Raphson dengan cara mengganti f ?(x) pada persamaan (4.12) dengan bentuk yang mendekati seperti pada gambar berikut.  Dari grafik dapat dilihat bahwa metode secant membutuhkan dua buah tebakan awal, seperti halnya pada metode bagi dua (bisection) atau regula falsi. Bedanya dua tebakan awal pada metode secant tidak perlu mengurung solusi.        
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                                                        Gambar 4.12 
                                 Iterasi Metode Secant secara grafis    
  Substitusi persamaan (4.15) ke (4.12) didapat 
  Contoh 4.7 Tentukan solusi hampiran akar dari fungsi  f (x) = e–x – 3x2 dengan menggunakan metode Secant. Gunakan tebakan awal x0 = 0,5 dan x1 = 1 serta 
?s = 0,00000005  Penyelesaian  
f (xi – 1 ) = f (x0) =  f(0,5) = e–0,5 – 3(0,5)2 = –0,14347 
f (xi) = f (x1) = f (1) = e–1 – 3(12) = –2,6321  
  Hasil iterasi dapat dilihat pada tabel berikut.  
? s x 0 
f(xi) 
f(x) 
f(xi–1) 
? xi 
xi-1 
xi+1 
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i xi f(xi) ?rh 
0 0.5 -0.14347 
 1 1 -2.63212 0.5 
2 0.471175 -0.04175 -1.12235 
3 0.462652 -0.01253 -0.01842 
4 0.458998 -0.00012 -0.00796 
5 0.458962 -3.5E-07 -7.7E-05 
6 0.458962 -9.8E-12 -2.2E-07   4.3 Sistem Persamaan Non-Linier Metode penyelesian sistem persamaan non-linier terdiri dari metode iterasi titik tetap dan metode Newton-Raphson. Bentuk umum sistem persamaan non-linier adalah sebagai berikut. 
  Solusi sistem persamaan menghasilkan nilai x1, x2, …, xn  yang memenuhi seluruh persamaan.  
4.3.1 Metode Iterasi Titik Tetap Prosedur iterasi titik tetap untuk sistem persamaan linier yang terdiri dari, misalnya, 3 persamaan adalah 
 Metode iterasi titik tetap seperti pada persamaan (4.24) disebut metode Jacobi. Untuk meningkatkan kecepatan konvergensi, maka nilai hampiran variabel yang didapat langsung digunakan untuk mentukan nilai hampiran variabel selanjutnya.  Sehingga persamaan (4.24) menjadi  
 Metode iterasi titik tetap seperti pada persamaan (4.24) disebut metode Seidel.   Conton 4.9 Selesaikan sistem persamaan non-linier berikut dengan metode iterasi Seidel.  f1(x, y ) = x2 – xy – 10 = 0 
 f2(x, y ) = y + 3xy2 – 57 = 0 Gunakan ?s = 0,000005 dan tebakan awal x0 = 1dan y0 = 4  
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Penyelesaian Prosedur iterasi titik tetap 
   
r xr yr ?rhx (%) ?rhy (%) 
0 1 4 - - 
1 2.25000 -51.00000 55.55556 107.8431 
2 -0.09681 812.43750 2424.051 106.2774 
3 0.01230 -24293.28032 887.2889 103.3443 
4 -0.00041 728844.38880 3087.415 103.3331 
5 0.00001 -21865274.29352 3100.144 103.3333 
6 0.00000 655958285.79334 3099.992 103.3333 Ternyata hasil iterasi divergen  Prosedur iterasi titik tetap lainnya  
 
 
Latihan  
Selesaikan sistem persamaan non-linier berikut dengan metode iterasi Seidel. 
  f1(x, y ) = x + x2y – 3 = 0 
  f2(x, y ) = y2 + xy – 5 = 0 
Gunakan ?s = 0,000005 dan tebakan awal x0 = 2dan y0 = 1  
 
 
4.3.2 Metode Newton-Raphson Misal sistem persamaan non-linier terdiri dari dua persamaan. Prosedur iterasi Newton-Raphson menggunakan persamaan, 
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Contoh 4.10 Selesaikan sistem persamaan non-linier berikut dengan metode iterasi Newton-Raphson.  f1(x, y ) = u = x2 + xy – 10 = 0 
 f2(x, y ) = v = y + 3xy2 – 57 = 0 Gunakan ?s = 0,000005 dan tebakan awal x0 = 1dan y0 = 4  Penyelesaian  
 u0 = x02 + x0y0 – 10 = 12 + (1)(4) – 10 = –5 
 v0 = y0 + 3x0y02 – 57 = 4 + (3)(1)(42) – 57 = –5 
 
 
 
 Dari persamaan (4.26)  
 
 Dari persamaan (4.27)  
 
 Nilai x dan y selanjutnya ditrunjukkan pada tabel berikut. 
r xr yr ur vr |erhx| |erhy| 
0 1 4 -5 -5 
  1 2.27451 1.696078 -0.968860 -35.6748 0.560345 1.358382 
2 3.071481 2.250950 6.347749 -8.06153 0.259475 0.246505 
3 2.281220 2.642192 1.231388 -6.58099 0.346420 0.148075 
4 2.141429 2.827674 0.640981 -2.80540 0.065279 0.065595 
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5 2.057716 2.927557 0.258276 -1.16493 0.040682 0.034118 
6 2.023234 2.970862 0.104225 -0.45782 0.017043 0.014577 
7 2.009014 2.988710 0.040497 -0.17543 0.007078 0.005972 
8 2.003435 2.995702 0.015447 -0.06643 0.002785 0.002334 
9 2.001298 2.998377 0.005839 -0.02503 0.001068 0.000892 
10 2.000489 2.999389 0.002199 -0.00941 0.000405 0.000337 
11 2.000184 2.99977 0.000827 -0.00354 0.000152 0.000127 
12 2.000069 2.999914 0.000311 -0.00133 5.73E-05 4.78E-05 
13 2.000026 2.999968 0.000117 -0.00050 2.15E-05 1.8E-05 
14 2.00001 2.999988 4.38E-05 -0.00019 8.09E-06 6.75E-06 
15 2.000004 2.999995 1.65E-05 -7E-05 3.04E-06 2.53E-06  Latihan  Selesaikan sistem persamaan non-linier berikut dengan metode iterasi Newton-Raphson.   f1(x, y ) = x + x2y – 3 = 0 
  f2(x, y ) = y2 + xy – 5 = 0 Gunakan ?s = 0,000005 dan tebakan awal x0 = 2dan y0 = 1   
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BAB V  SISTEM PERSAMAAN LINIER     5.1  Solusi Sistem Persamaan Linier  Kita telah mengenal penyelesaian sistem persamaan linier, seperti eliminasi Gauss, Gauss-Jordan, atau metode balikan matriks. Metode-metode tersebut termasuk metode langsung. Pada bab ini akan dibahas metode tak langsung atau disebut juga metode iterasi. Metode iterasi yang akan dibahas adalah metode iterasi Jacobi, dan Gauss-Seidel. Pada metode Jacobi, nilai hampiran dikoreksi secara serentak. Artinya nilai hampiran mengacu pada nilai hampiran sebelumnya. Sedangkan pada metode Gauss-Seidel, nilai hampiran dihitung berdasarkan nilai hampiran terbaru atau terakhir.  Misal terdapat sistem persamaan linier,  a11 x1 + a12 x2 + … + a1n xn = b1  
 a21 x1 + a22 x2 + … + a2n xn = b2        
 a31 x1  +  a32 x2  + … + a3n xn = b3       (5.1) 
        ?                    ?              . . .             ?             ?  
 an1 x1 + an2 x2 + … + ann xn = bn   Jika sistem persamaan linier tersebut ditulis dalam bentuk matriks, maka  
  
  Sehingga  Ax = b                (5.3)  Hal yang perlu diperhatikan adalah seluruh elemen A ? 0. Jika ada elemen A = 0, maka lakukan pertukaran baris.  Matriks A dapat diuraikan menjadi   
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  maka  matriks A dapat ditulis dalam bentuk    A = D + L + U             (5.4) 
Substitusi persamaan (5.4) ke (5.3) didapat,     (D + L + U)x = b             (5.5)   5.2 Metode Iterasi Jacobi Metode iterasi Jacobi adalah metode iterasi yang menghitung nilai hampiran sekarang atau  terbaru dengan mengacu pada nilai hampiran sebelumnya.  Dari persamaan (5.4) didapat  Dx + (L + U)x = b 
 Dx = b – (L + U)x  
 x = D–1b – D–1(L + U)x 
 x(k +1) = D–1b – D–1(L + U)x(k)                            (5.6) 
  Dalam bentuk sIstem persamaan dapat ditulis menjadi, 
Metode Numerik                                                  36 
 
 
 
 
? 
   5.3 Metode Iterasi Gauss-Seidel Metode iterasi Gauss-Seidel adalah metode iterasi yang menghitung nilai hampiran sekarang dengan mengacu pada nilai hampiran terbaru. Karena A = D + L + U, maka dari pers. (5.3) didapat  
(D + L + U)x = b      atau     Dx + Lx + Ux = b 
Sehingga Dx = b – Lx – Ux  
x =  D–1b – D–1Lx – D–1Ux 
x(k +1) =  D–1b – D–1Lx(k +1) – D–1Ux(k)              (5.8) 
   
? 
   5.4 Konvergensi Iterasi Gauss-Seidel dan Jacobi Syarat cukup agar iterasi konvergen, maka sistem persamaan linier harus mempunyai bentuk dominan secara diagonal. Dalam bentuk matriks, A harus merupakan matriks dominan secara diagonal.  Dalam bentuk pertaksamaan, 
   Contoh 5.1 Selesaikan sistem persamaan linier berikut dengan menggunakan iterasi Jacobi dan Gauss-Seidel!   
4x1 + 2x2 +   x3 = 15  
  x1 + 5x2 –   x3 =   7  
  x1 +   x2 + 8x3 = 12 
?s = 0,000005  
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Penyelesaian  Nilai awal x1(0) = 0, x2(0) = 0, x3(0) = 0 
Metode Iterasi Jacobi 
Iterasi pertama 
  
  
   Iterasi ke dua 
  
  
   Iterasi ke tiga 
  
  
  Hasil iterasi selanjutnya ditabelkan. Hasil Perhitungan (Metode Iterasi Jacobi) 
k x1 x2 x3 ?1 ?2 ?3 0 0.00000 0.00000 0.00000 - - - 1 3.75000 1.40000 1.50000 1.00000 1.00000 1.00000 2 2.67500 0.95000 0.85625 0.40187 0.473684 0.75182 
?       11 2.99999 1.00000 1.00000 8.82E-06 3.14E-07 9.19E-06 12 2.99999 1.00000 1.00000 8.18E-07 3.45E-06 3.35E-06 
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Metode Iterasi Gauss-Seidel 
Iterasi pertama 
  
  
   
Iterasi kedua 
  
  
   
Iterasi ketiga 
  
  
   Hasil iterasi selanjutnya ditabelkan. Hasil Perhitungan (Metode Iterasi Jacobi) 
k x1 x2 x3 ?1 ?2 ?3 0 0 0 0 - - - 1 3,75000 0,65000 0,95000 1,00000 1,00000 1,00000 2 3,18750 0,95250 0,9825 0,176471 0,317585 0,033079 3 3,02812 0,99088 0,997625 0,052632 0,038728 0,015161 4 3,00516 0,99849 0,999544 0,007643 0,00763 0,00192 5 3,00087 0,99974 0,999925 0,001429 0,001242 0,000381 6 3,00015 0,99996 0,999987 0,000239 0,000219 6,21E-05 7 3,00003 0,99999 0,999998 4,17E-05 3,75E-05 1,1E-05 8 3,00000 1,00000 1,00000 7,16E-06 6,49E-06 1,87E-06 9 3,00000 1,00000 1,00000 1,24E-06 1,12E-06 3,24E-07  
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BAB VII  DIFFERENSIASI NUMERIK     7.1 Pendahuluan Rumus hampiran turunan dapat dihasilkan dengan cara  melakukan differensiasi polinomial yang dihasilkan dari proses pencocokan kurva (curve fitting) atau dengan menggunakan metode selisih Newton-Gregory.  7.2 Polinomial Pencocokan Kurva  Proses pencocokan kurva menghasilkan sebuah polinomial yang mempunyai bentuk,   
pn(x) = a0 + a1x + a2x2 + a3 x3 + …                    (7.1)  Untuk mencari turunan dari pn(x), kita dapat secara langsung melakukan differensiasi persamaan (7.1)  Turunan pertama  
   Turunan kedua  
    Contoh 7.1 Dari tabel berikut  tentukan nilai f? (4) dengan menggunakan polinom derajat 3. 
xi 3 4 6 7,5 
f(xi) 1047,248 1162,174 1278,663 1396,578 Penyelesaian  
  
p3(x) = 80.3432 + 543.7334x – 90,2856x2 + 5,4916x3  
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7.3 Metode Selisih Newton-Gregory 
7.3.1 Polinomial Selisih-Maju  
Untuk menentukan hampiran turunan pertama, tinjau polinom selisih-maju pada bab 6. 
 
 
 
       Turunan pertama    Turunan kedua    Jika x = x0 , maka dari persamaan (7.5) didapat   Sehingga turunan pertama menjadi   
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 Sedangkan turunan ke dua menjadi     Contoh 7.2 Dari tabel berikut  tentukan nilai f? (3,4) dan f? (3,4) dengan menggunakan metode selisih-maju. 
x1 3,4 3,5 3,6 3,7 
f(x1) 0,294118 0,285714 0,277778 0,270270 Penyelesaian  
i x f(x) ?f ?2f ?3f 
0 3,4 0,294118    
   –0,008404   
1 3,5 0,294118  0,000468  
   –0,007936  –0,00004 
2 3,6 0,277778  0,000428  
   –0,007508   
3 3,7 0,270270    
 
h = x1 – x0 = 3,5 – 3,4 = 0,1 
Karena 3,4 = x0, maka   Karena s = 0, maka f? (3,4) dan f? (3,4) dicari dengan persamaan (7.9) dan (7.10) 
 
 
   Contoh 7.3 Dari contoh soal 7.2 tentukan nilai f? (3,7) dan f? (3,7) dengan menggunakan metode selisih-maju. Penyelesaian   
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i x f(x) ?f ?2f ?3f 
0 3,4 0,294118    
   –0,008404   
1 3,5 0,294118  0,000468  
   –0,007936  –0,00004 
2 3,6 0,277778  0,000428  
   –0,007508   
3 3,7 0,270270    
h = x1 – x0 = 3,5 – 3,4 = 0,1 Karena 3,7 = x3, maka  Dari persamaan (7.7) dan (7.8) didapat        7.3.2 Polinomial Selisih-Mundur  Untuk menentukan hampiran turunan pertama, tinjau polinom selisih-mundur yang telah dibahas pada bab 6.  
  
 
 Dari persamaan (7.5) dan (7.6)     
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Turunan pertama  
  Turunan kedua     Sehingga turunan pertama menjadi   Sedangkan turunan ke dua menjadi     Contoh 7.4 Dari tabel berikut  tentukan nilai f?(3,4) dan f? (3,4) dengan menggunakan metode selisih-mundur. 
x1 3,4 3,5 3,6 3,7 
f(x1) 0,294118 0,285714 0,277778 0,270270  Penyelesaian  
i x f(x) ?f ?2f ?3f 
–3 3,4 0,294118    
   –0,008404   
–2 3,5 0,294118  0,000468  
   –0,007936  –0,00004 
–1  3,6 0,277778  0,000428  
   –0,007508   
0 3,7 0,270270    
h = x0 – x–1  = 3,7 – 3,6 = 0,1 
 
Karena 3,4 = x–3 , maka   
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 Dari persamaan (7.12) dan (7.13)         Tugas  Dari tabel berikut  tentukan nilai f? (3,52) dan f? (3,52) dengan menggunakan metode selisih-maju dan metode selisih-mundur. 
x1 3,4 3,5 3,6 3,7 
f(x1) 0,294118 0,285714 0,277778 0,270270  
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BAB VIII  INTEGRASI NUMERIK      8.1 Pendahuluan Integrasi numerik adalah proses mencari hampiran luas bidang yang dibatasi oleh f (x) dan sumbu x pada selang tertutup [a,  b]. Jika f(x) dihampiri dengan polinomial pn(x), maka  integrasi numerik ditulis dalam bentuk, 
  Proses pencarian nilai hampiran I dilakukan jika: 
a. Fungsi f(x), disebut intregran, mempunyai bentuk yang sulit untuk dilakukan proses integrasi. b. Nilai x dan f (x) hanya dalam bentuk tabel diskrit.                                             Gambar 8.1                                                                          Gambar 8.2              Luas bidang yang dibatasi f(x)                    Hampiran luas bidang yang dibatasi pn(x)   Proses menentukan nilai hampiran integrasi numerik dilakukan dengan beberapa cara atau metode, yaitu metode manual, pencocokan polinomial, aturan trapesium, aturan titik tengah, aturan Simpson, integrasi Romberg, serta Kuadratur Gauss.   
  
y 
f (x) 
x O b a 
f (x) 
x 
y 
pn(x) 
O b a 
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8.1 Metode Manual Proses integrasi numerik secara manual adalah menentukan luas bidang dengan cara menggambar persegi-persegi yang berada di bawah grafik f(x). Jumlah persegi yang berada di bawah grafik dikalikan dengan luas masing-masing persegi merupakan luas bidang yang dibatasinya, seperti yang ditunjukkan pada Gambar 8.3.                                                                                                          Gambar 8.3                                                                   Hampiran luas bidang metode manual     8.2 Polinomial Pencocokan Kurva   Jika terdapat sebuah fungsi f (x) yang sulit untuk dilakukan proses integrasi, seperti  
 atau data yang menyajikan nilai f (x) untuk nilai x tertentu, seperti tabel berikut, 
x 1 2 3 4 5 
f(x) 2,1722 2,7638 4,4899 7,3912 12,1832  maka f(x) dapat dihampiri dengan pn(x) seperti persamaan berikut,      
pn(x) = a0 + a1x + a1x2 + …                                                                          (8.3)   Contoh 8.1     
b 
y 
f (x) 
x O a 
 dengan menggunakan metode pencocokan kurva orde 3 
Metode Numerik                                                  47 
 
Penyelesaian  
  
x 1 2 3 4 
f(x) 2,1722 2,7638 4,4899 7,3912  
f (x) = a0 + a1 x + a2 x2 + a3 x3  
a0 +   a1 +     a2 +     a3  = 2,1722 
a0 + 2a1 +   4a2 +   8a3  = 2,7638 
a0 + 3a1 +   9a2 + 27a3  = 4,4899 
a0 + 4a1 + 16a2 + 64a3  = 7,3912  
 
 
 
 
 
 
 
Didapat 
f (x) = 2,6744  – 1,0355 x + 0,5266 x2 + 0,0068 x3  
 
 
 
 8.3  Aturan Trapesium  Aturan trapesium didapat dengan cara mencocokkan polinomail orde pertama pada dua buah titik diskrit.      
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Luas satu pias trapesium adalah 
  Parameter interpolasi s dicari dengan persamaan,  
   s = (x – x0)/h   atau   x = x0 + sh                               (8.5)  Sehingga,   dx = h ds                                                                                                     (8.6)     
 
 Substitusi persamaan (8.6) - (8.8) ke (8.4) didapat   
 
 
 
  Jika selang tertutup [a, b] dibagi menjadi n buah bidang, maka luas hampiran f(x) ditunjukkan pada berikut     
 
 
h 
x0                   x1 O 
x 
f(x) 
y 
Gambar 8.4 Luas satu pias trapesium 
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 n = (xn – x0)/h           (8.9)  
 Luas seluruh bidang untuk jarak h yang sama adalah 
 
 
 
  Luas seluruh bidang untuk jarak h yang tidak sama 
   Contoh 8.2 Dari table berikut 
xn-1 a = x0 x1 x2 b = xn 
Gambar 8.5 
Luas n buah trapesium  
. . . 
x 
y 
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x f(x)  x f(x)  x f(x) 0,4 5,1600 1,2 3,1067 2,0 5,0000 0,6 3,6933 1,4 3,3886 2,2 5,7491 0,8 3,1400 1,6 3,8100 2,4 6,5933 1,0 3,0000 1,8 4,3511 2,6 7,5092  
 Penyelesaian  
  Dari tabel didapat 
   f (x0) = 5,1600 
2 f (x1) = 2(3,6933) = 7,3866    ;   2 f (x2) = 2(3,1400) = 6,2800 
2 f (x3) = 2(3,0000) = 6,0000    ;   2 f (x4) = 2(3,1067) = 6,2034 
2 f (x5) = 2(3,3886) = 6,7772    ;   2 f (x6) = 2(3,8100) = 7,6200 
2 f (x7) = 2(4,3511) = 8,7022    ;      f (x8) = 5,0000  
 
 
 
 
 
 
 8.4  Aturan Titik Tengah Gambar berikut adalah sebuah  persegi panjang dari x = x0 sampai x = x1 dan titik tengah x = x1/2 = x0 + h/2 
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                                                                                                                                                                                    Gambar 8.6                  Aturan titik tengah    
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                    Gambar 8.7 
n buah persegi panjang dengan  panjang masing-masing  f (xn + h/2)     
x3 x1 b = xn xn-1 x2 a = x0 
x 
y 
b = x1 x1/2 a = x0 
x 
y 
h 
. . . 
x1/2 
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Luas n buah titik tengah adalah 
 
 
 Persamaan (8.12) adalah hampiran integrasi f(x) menggunakan metode titik tengah  Contoh 8.3 Dari tabel berikut,  
x f (x)  x f (x)  x f (x) 
0,4  5,1600   1,0  3,0000   1,6  3,8100  
0,6  3,6933   1,2  3,1067   1,8  4,3511  
0,8  3,1400   1,4  3,3886   2,0  5,0000  
 Penyelesaian   n = 8  ;    xn = x8 =  2,0   ;   x0 = 0,4  Dari persamaan (8.5) didapat  
h = (xn – x0)/n = (2,0 – 0,4) / 8 = 0,2      Dari tabel didapat: 
f (x0+h/2) = f (0,4+0,1) = f (0,5) = 4,4266 
f (x1+h/2) = f (0,6+0,1) = f (0,7) = 3,4166 
f (x2+h/2) = f (0,8+0,1) = f (0,9) = 3,0700 
f (x3+h/2) = f (1,0+0,1) = f (1,1) = 3,0534 
f (x4+h/2) = f (1,2+0,1) = f (1,3) = 3,2476 
f (x5+h/2) = f (1,4+0,1) = f (1,5) = 3,5993 
f (x6+h/2) = f (1,6+0,1) = f (1,7) = 4,0806 
f (x7+h/2) = f (1,8+0,1) = f (1,9) = 4,6757 
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8.5  Aturan Simpson 1/3 Aturan simpson 1/3 adalah aturan yang mencocokkan polinomial derajat 2 pada tiga titik data diskrit yang mempunyai jarak yang sama.                          Gambar 8.4             Aturan Simpson 1/3     
  Dari persamaan (8.5)  
       s = (x – x0)/h   atau   x = x0 + sh    Sehingga   Untuk x = x0, maka s = 0 Untuk x = x2, maka s = 2  
 
      
 x1= 2h x1 = h x0 = 0
p2(x) 
f (x) 
x 
y 
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       atau dapat ditulis dalam bentuk  
    Contoh 8.4 
 dengan menggunakan metode: 
a. Trapesium  
b. Titik tengah  
c. Simpson 1/3 Bandingkan hasil masing-masing metode dengan solusi sejatinya.  Penyelesaian  Solusi sejati  
   
a.  Metode Trapesium 
   n = (xn – x0)/h = (1 – 0) / 0,1 = 10  
 
i x f (x)  i x f (x) 
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0 0 0,5000 6 0,6 0,6154 
1 0,1 0,5238 7 0,7 0,6296 
2 0,2 0,5454 8 0,8 0,6428 
3 0,3 0,5652 9 0,9 0,6552 
4 0,4 0,5833 10 1,0 0,6666 
5 0,5 0,6000    
    ? 0,59438   
b. Metode Titik Tengah 
f (x0+h/2) = f (0,0+0,05) = f (0,05) = 0,5122 
f (x1+h/2) = f (0,1+0,05) = f (0,15) = 0,5348 
f (x2+h/2) = f (0,2+0,05) = f (0,25) = 0,5556 
f (x3+h/2) = f (0,3+0,05) = f (0,35) = 0,5744 
f (x4+h/2) = f (0,4+0,05) = f (0,45) = 0,5918 
f (x5+h/2) = f (0,5+0,05) = f (0,55) = 0,6078 
f (x6+h/2) = f (0,6+0,05) = f (0,65) = 0,6226 
f (x7+h/2) = f (0,7+0,05) = f (0,75) = 0,6364 
f (x8+h/2) = f (0,8+0,05) = f (0,85) = 0,6491 
f (x9+h/2) = f (0,9+0,05) = f (0,95) = 0,6610 
              
c. Metode Simpson 1/3 
n = (xn – x0)/h = (1 – 0) / 0,1 = 10  
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i x f (x)  i x f (x) 
0 0 0,5000  6 0,6 0,6154 
1 0,1 0,5238  7 0,7 0,6296 
2 0,2 0,5454  8 0,8 0,6428 
3 0,3 0,5652  9 0,9 0,6552 
4 0,4 0,5833  10 1,0 0,6666 
5 0,5 0,6000     
 
 
 
    Kesimpulan 
Solusi sejati 
Metode 
Trapesium Titik Tengah Simpson 1/3 
0,59453 0,59438 0,59459 0,59452 Metode Simpson adalah metode yang paling mendekati solusi sejati.    8.6  Aturan Simpson 3/8 Aturan simpson 3/8 adalah aturan yang mencocokkan polinomial derajat 3 pada empat titik data diskrit yang mempunyai jarak yang sama.  Dari Gambar 8.5 didapat 
 Dari persamaan (8.5)  
      s = (x – x0)/h   atau   x = x0 + sh   Dari persamaan (8.5)  
      s = (x – x0)/h   atau   x = x0 + sh      
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           Gambar 8.5      Aturan Simpson 1/3    Sehingga    Untuk x = x0, didapat s = 0 Untuk x = x2, didapat s = 2  
 
 
  
 
   atau dapat ditulis dalam bentuk 
p3(x) 
f (x) 
x 
y 
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   Contoh 8.5 
 Bandingkan hasilnya dengan metode Trapesium, Titik Tengah, Simpson 1/3, dan solusi Sejati. Penyelesaian 
h = (xn – x0)/n = (1 – 0) / 9 = 0,11111  
i xi fi 2fi 3fi 0 0,00000 0,5   1 0,11111   1,578947368 2 0,22222   1,65 3 0,33333  1,142857143  4 0,44444   1,772727273 5 0,55556   1,826086957 6 0,66667  1,25  7 0,77778   1,92 8 0,88889   1,961538462 9 1,00000 0,666666667   
  ? = 1,16666   ? = 2,39286   ? = 10,70931   
 
       Hasil perhitungan dari contoh 8.4 dan 8.5  didapat 
Solusi sejati 
Metode 
Trapesium Titik Tengah Simpson 1/3 Simpson 3/8 
0,59453 0,59438 0,59459 0,59452 0,59454 8.7  Aturan integrasi numerik untuk h yang berbeda  
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Suatu data sering mempunyai jarak yang berbeda pada sebagian titik, sedangkan sebagian titik lainnya sama. Sebetulnya kita dapat menggunakan aturan trapesium, khususnya persamaan (8.11). Akan tetapi jika kita ingin meningkatkan tingkat ketelitian, maka kombinasi penggunaan metode trapesium, Simpson 1/3, dan Simpson 3/8 menjadi pilihan yang lebih baik dari pada menggunakan metode trapesium secara keseluruhan.    Aturan kombinasinya adalah sebagai berikut: 
- Untuk selang berurutan mempunyai jarak yang sama dan berjumlah genap, gunakan aturan Simpson.  
- Untuk selang berurutan mempunyai jarak sama dan berjumlah kelipatan tiga, gunakan aturan Simpson 3/8.                                     Gambar 8.6 Aturan Gabungan    8.8  Metode Newton-Cotes Bentuk umum dari metode Newton-Cotes ditunjukkan pada persamaan berikut.  
  
O 
y 
x 
h1       h1           h1        h1 h2             h2                  h2 h3      h3 
x0       x1           x2        x3 x4            x5                  x6             x7 x8       x9 
Simpson 1/3                        Simpson 3/8 
Trapesium Trapesium 
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n = jumlah pias (strip) 
h = lebar pias = (b – a)/n  
fi = f (xi) 
xi = a + ih  
? = koefisien  
? = koefisien  E = Galat     Tabel 8.1 Rumus Newton-Cote 
n ? ?0 ?1 ?2 ?3 ?4 ?5 ?6 ?7 E 1 1/2 1 1       1/12  f ?  h3  2 1/6 1 4 1      1/12  f (4) h5  3 1/8 1 3 3 1     3/80  f (4) h5  4 1/90 7 32 12 32 7    8/945  f (6) h7  5 1/288 19 75 50 50 75 19   275/12096  f (6) h7  6 1/840 41 216 27 272 27 216 41  9/1400  f (8) h9  7 1/17280 751 3577 1323 2989 2989 1323 3577 751 8123/518400 f (8)h9  Tabel 8.1 adalah tujuh dari 10 rumus Newton-Cotes. Rumus 1 sampai 4 masing-masing didapat dengan aturan trapesium, Simpson 1/3, Simpson 3/8, dan Boole. Rumus 5 dan seterusnya didapat dengan menggunakan polinom interpolasi selisih maju derajat 4, 5, dan seterusnya.   Contoh 8.6 Turunkan rumus Newton-Cotes derajat 4 Penyelesaian     
x f(x) ?f ?2f ?3f ?4f 
x0 f0       ?f0    
x1 f1  ?2f0     ?f1  ?3f0  
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x2 f2  ?2f1  ?4f0   ?f2  ?3f1  
x3 f3  ?2f2     ?f3    
x4 f4      
  
  
 
= 4f0 + 8 ?f0 + 20/3 ?2f0 + 8/3 ?3f0  +42/135 ?4f0   
 
?f0    = f1 – f0 
?2f0  = ?f1 – ?f0 = (f2 – f1) – (f1 – f0) = f2 – 2f1 + f0  
?3f0  = ?2f1 – ?2f0 = (f3 – 2f2 + f1) – (f2 – 2f1 + f0)  
         = f3 – 3f2  + 3f1 – f0  
?4f0  = ?3f1 – ?3f0 = (f4 – 3f3  + 3f2 – f1) – (f3 – 3f2  + 3f1 – f0)  
         = f4 – 4f3  + 6f2 – 4f1 + f0  Sehingga 
I = 4f0  + 8 ?f0 + 20/3 ?2f0 + 8/3 ?3f0  + 42/135 ?4f0  
= 4f0 + 8(f1 – f0) + 20/3(f2 – 2f1 + f0)+8/3(f3 –3f2 + 3f1 – f0) +42/135 (f4 – 4f3+ 6f2 – 
4f1 + f0) 
= 4 f0 + 8 f1 – 8 f0 + 20/3 f2 – 40/3f1 + 20/3f0 + 8/3f3 – 8f2  + 8f1 – 8/3f0 + 42/135 f4  
–168/135f3 + 252/135f2 –168/135f1 + 42/135f0 
= 42/135 f0 +192/135 f1 + 72/135 f2 + 192/135 f3 + 42/135 f4 
= 14/45 f0 +64/45 f1 + 24/45 f2 + 64/45 f3 + 14/45 f4  
= 28/90 f0 + 128/90 f1 + 48/90 f2 + 128/90 f3 + 28/90 f4   
= 4(1/90)(7f0 + 32 f1 + 12/90 f2 + 32/90 f3 + 7/90 f4) 
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 Didapat nilai  n = 4,   ? = 1/90,  ?0 = 7, ?1 = 32, ?2 = 12, ?3 = 32, ?4 = 7, sesuai yang 
tertera pada Tabel 8.1  
 
 
8.9 Kuadratur Gauss 
Hasil integrasi sejati f (x) dari titik a sampai titik b adalah  
 Hasil integrasi sejati ditunjukkan pada Gambar 8.7a. Jika integrasi diselesaikan dengan menggunakan metode trapesium, maka  
 seperti yang ditunjukkan pada Gambar 8.7b. Galat pada metode trapesium dapat diperkecil dengan menggunakan metode Kuadratur Gauss.               (a)                                                                                    (b)                                                                                                               Gambar 8.7  Jika kaidah trapesium diterapkan pada fungsi konstan atau fungsi linier, dan ditulis dalam bentuk koefisien tak tentu, maka akan menghasilkan nilai sejati dalam bentuk  
 
x 
b 
f (x) 
a a b 
x 
f (x) 
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Persamaan (8.12) adalah rumus Gauss-Legendre 2 titik dan dapat digeneralisir menjadi rumus Gauss-Legendre untuk n titik seperti yang ditunjukkan pada persamaan (8.13). 
 Gabungkan persamaan (810) dengan (8.13) didapat  
  Selanjutnya lakukan transformasi bidang x ke bidang t.   Dari Gambar 8.8   Didapat 
                 (a)                                                                                  (b)                                                              Gambar 8.8            Transformasi bidang x ke bidang t     Maka persamaan (8.16) menjadi x = mt + c                                                          
(8.18) 
 
b a x2 x1 
x 
f (x) 
x 
F (t) 
 –1  t1 t2  1  
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dan  dx = m dt                                                                                                      
(8.19) 
 Dari persamaan (8.18), didapat f (x) = f (mt + c) 
 
Definisikan F(t) = f (mt + c) = f (x)                                                         
(8.20) 
 Substitusi persamaan (8.15) – (8.20) ke persamaan (8.14), didapat  
  Dari persamaan (8.21) didapat  
 
 
    
    
     
     Persamaan (8.23 a) sampai (8.23d)      
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     Didapat C1 = C2 = 1  
 
  Nilai parameter Kuadratur Gauss  
n  ti Ci Orde  
2 –0,577350269 0,577350269 1 1 3 
3 –0,774596669 0 0,774596669 0,555555556 0,888888889 0,555555556 5 
4 –0,861136312 –0,339981044 0,339981044 0,861136312 
0,347854845 0,652145155 0,652145155 0,347854845 7    Contoh 8.7 Diketahu f(x) = 1/x, batas bawah = 3,1, batas atas 3,9. Tentukan hampiran integrasi 
f(x) dengan menggunakan kuadratur Gauss  dua titik dengan satu interval. Penyelesaian 
f(x) = 1/x ;   a = 3,1;    b = 3,9 ;    n = 2 
 
 
 
 
 
Dari persamaan (8.21)  
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  = 0,4 (1.F(–0,577350269) + 1.F(0,577350269))  
  = 0,4 (F(–0,577350269) + F(0,577350269))  
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 BAB IX  PERSAMAAN DIFFERENSIAL BIASA      9.1 Jenis-jenis Persaman Differensial Persamaan differensial dibedakan menurut orde, derajad, linieritas, dan jumlah variable bebas seperti yang ditunjukkan pada table 9.1.  
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Tabel 9.1 Jenis-jenis Persaman Differensial No Persamaan Differensial Orde Derajad Linier/ Non-linier Biasa / Parsial 1 
 
1 1 Linier Biasa 
2 
 
3 2 Non-linier Biasa 
3 
 
3 2 Non-linier Biasa 
4 yy? + xy? = ex   2 1 Non-linier Biasa 5 
 
2 1 Linier Parsial 
6 
 
3 2 Linier Parsial 
7 2y??? + yy?? = 0  3 2 N0n-linier Biasa Solusi numerik yang akan dibahas hanya mencakup Persaman Differensial Biasa (PDB) Orde Pertama.    9.2 Metode Penyelesaian Persamaan Differensial Biasa. Metode-metode yang biasa digunakan untuk menentukan  solusi PDB orde pertama adalah: 
- Metode Euler  
- Metode Heun  
- Metode Deret Taylor 
- Metode Runge-Kutta  
- Metode Predictor-Corrector  9.2.1 Metode Euler  Metode Euler dibedakan menjadi 3 bentuk, yaitu: - Metode Euler Maju (Forward)  - Metode Euler Mundur (Backward) - Metode Euler yang Dimodifikasi (Modified)    - Metode Euler Langkah Maju (Forward) Tinjau Persaman Differensial Biasa Orde Pertama berikut. 
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  y? = f (x, y);   y(x0 ) = y0                         (9.1)
  Tentukan titik n sebagai titik dasar (Gambar 9.1) dan susun aproksimasi beda hingga (finite difference) dari persamaan (9.1).                                                                  Gambar 9.1 
 
 Misal yr = y(xr) adalah nilai hampiran y di titik xr, dan  h = xr +1 – xr          (9.2) 
 Jika y(xr +1) diuraikan di sekitar xn pada deret Taylor, maka didapat  
 
Dua suku pertama pada persaman (9.3) adalah  
  Substitusi persamaan (9.1) dan (9.2) ke (9.4) didapat  
y(xr+1) = y(xr) + h f (xr, yr) =  yr + h fr                                           (9.5)   
- Metode Euler Mundur (Forward) Tentukan titik r +1 sebagai titik dasar (Gambar 9.2) dan susun aproksimasi beda hingga (finite difference) dari persamaan (9.1).                                                                                                                                           Gambar 9.2    Jika y(xr +1) diuraikan di sekitar xn pada deret Taylor, maka didapat    Dua suku pertama pada persaman (9.6) adalah  
  Substitusi persamaan (9.1) dan (9.2) ke (9.7) didapat  
X 
r r +1 
x 
X 
r r +1 
x 
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y(xr+1) = y(xr) + h f (xr+1, yr+1) =  yr + h fr+1                                        (9.8)      9.2.2 Metode Heun  Metode Heun (disebut juga metode Prediktor-Korektor Euler yang dimodifikasi). Solusi dari metode ini terdiri dari dua langkah, yaitu Prediktor dan Korektor.     Contoh 9.1 Diketahui  
y? = x + y ;   y(0) = 1 Tentukan nilai y(0,10) dengan menggunakan Metode Euler Langkah Maju, Langkah Mundur, dan metode Heun untuk h = 0,02, serta angka bena = 5  Penyelesaian  
x0 = 0  ;  y0 = 1 
h = 0,02 
xr+1 = xr + h  
fr = f (xr, yr) = xr + yr   
- Metode Euler Langkah Maju  
yr +1 = yr + h fr = yr + h (xr + yr)  
y1 = y0 + h f0 = 1 + (0,02)(0 + 1 ) = 1,0200  
y2 = y1 + h f1 = 1,0200 + (0,02)(0,02 + 1,0200) = 1,0408  
? 
y5 = …  
 
- Metode Euler Langkah Mundur  
yr +1 = yr + h fr+1 = yr + h (xr+1 + yr+1)  
 
 
 
??    
- Metode Heun  
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h = 0,02 
xr+1 = xr + h   
x0 = 0  ;  y0 = 1 
f0 = x0 + y0 = 0 + 1 = 1  
 
x1 = x0 + 0,02 = 0 + 0,02 = 0,02 
 
   ?  
 
x5    = … 
 
 
Tabel hasil perhitungan 
xr 
yr 
Forward Backward Heun  Sejati  0,00 1 1 1 1 0,02 1,0200 1,0208 1,0204 1,0204 0,04 1,0408 1,0425 1,0416 1,0416 0,06 1,0624 1,0650 1,0637 1,0637 0,08 1,0849 1,0883 1,0866 1,0866 0,10 1,1082 1,1126 1,1103 1,1103 
 
 Perluasan Metode Heun 
Meode Heun dapat diperluas dengan cara melanjutkan iterasinya sebagai 
berikut. 
 
   
 
 
 
   ? 
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Kondisi berhenti bila   
 
 
 
9.2.3 Metode Deret Taylor 
Deret Taylor dapat digunakan untuk mengevaluasi suatu fungsi jika turunan 
dan nilai turunan pada suatu titik tertentu diketahui. 
 
Misal terdapat PDB tak-linier,  
 y? = f (x, y)        ;                 y(x0) = y0                                                       
(9.11) 
 
Misal yr+1 = y(xr+1),   r = 1, 2, 3, …, n  adalah hampiran nilai y di xr+1, yang 
didapat dengan menguraikan yr+1 di sekitar xr sebagai berikut.  
 
 
 
 
 
atau 
 
 
  Contoh 10.1 Diketahui  y? = 1/2 x + 1/2 y ;   y(0) = 1 Tentukan nilai y(0,50) dengan menggunakan Metode Deret Taylor (h = 0,02) sampai suku orde ke 3. Penyelesaian 
y? = 1/2 x + 1/2 y 
y?(0) = 0 + 1/2 y(0) = 1/2 (1) = ½  
y?? = 1/2 + 1/2 y?  
y??(0) = 1/2 + 1/2 y?(0) = 1/2 + 1/2 (1/2) = 3/4  
y??? = 1/2 y??  
y???(0) = 1/2 y??(0) = 1/2 (3/4) = 3/8   Dari (9.13) didapat  
y(0,25) = 1 + 0,25(1/2) + (1/2)(1/2500)(3/4) + (1/6)(1/125000) = 1,12515  
y? = 1/2 x + 1/2 y 
y?(0,25) = 1/2 (0,25) + 1/2 y(0,25) = 1/8 + 1/2 (1,1251513) = 0,6875757  
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y?? = 1/2 + 1/2 y?  
y??(0,25) = 1/2 + 1/2 y?(0,25) = 1/2 + 1/2 (0,6875757) = 0,8437878   
y??? = 1/2 y??  
y???(0,25) = 1/2 y??(0,25) = 1/2 (0,8437878) = 0,42189391     = 1,1251513 + (0,25)(0,6875757) + (1/2)(0,0625)(0,8437878)                                         + (1/6)(0,015625) = 1,32602   Bandingkan dengan solusi sejati = 1,35207   Latihan  Diketahui y? = x/y ;   y(0) = 1 Tentukan nilai y(0,10) dengan menggunakan Metode Euler Langkah Maju, Langkah Mundur, Metode Heun, dan Metode Deret Taylor  untuk h = 0,02, serta angka bena = 5     
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